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V práci je definována konformńı geometrická algebra, uvedeny jsou reprezentace geome-
trických objekt̊u a možnosti jejich geometrických transformaćı. Konformńı geometrická
algebra je aplikována na výpočet dopředné kinematiky robotického manipulátoru UR10 od
firmy Universal Robots. Dále je aplikována na určeńı pozice stroje na základě polohy dvou
kamer včetně jejich natočeńı. Poté je použita při inverzńı úloze, kdy je na základě záznamů
ze dvou kamer, rozměr̊u manipulátoru UR10 a možnost́ı jeho pohybu určena vzájemná
poloha těchto kamer v̊uči sobě a následně možnosti jejich umı́stěńı v prostoru. Na závěr
jsou odvozené postupy implementovány ve vlastńım programu vytvořeném v prostřed́ı
CluCalc, pomoćı kterého je vypoč́ıtán vzorový př́ıklad ověřuj́ıćı správnost těchto postup̊u.
Abstract
Conformal geometric algebra is defined in the thesis. Representations of geometric objects
and possibilities of their geometric transformations are presented. Conformal geometric
algebra is applied to the calculation of forward kinematics of a robotic manipulator UR10
from Universal Robots. It is also applied to determine the position of the machine based on
the location and rotation of two cameras. Then it is used in an inverse task, where based
on records from the two cameras, dimensions of the UR10 manipulator and possibilities of
its movement, the mutual position of these cameras is determined. And consequently the
possibilities of their location in space. Finally, the derived procedures are implemented
in a custom program created in the CluCalc environment, using which a sample example
verifying the correctness of these procedures is calculated.
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4 Rekonstrukce 3D scény pomoćı dvou kamer 23
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5.3 Možnosti poloh kamer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Pro řešeńı problémů analytické geometrie lze použ́ıt aparát Cliffordových neboli geome-
trických algeber. O teorii Cliffordových algeber je v́ıce v [2, 3, 7]. Prvky těchto algeber
maj́ı geometrický význam, reprezentuj́ı např́ıklad nějaký geometrický objekt nebo geome-
trickou transformaci. Aparát Cliffordových algeber se pak d́ıky snadným geometrickým
operaćım s objekty aplikuje např́ıklad ve fyzice, v obrazové analýze nebo v robotice.
O těchto aplikaćıch se lze doč́ıst např́ıklad v [1, 2, 3, 4, 7, 8, 9].
Za základńı geometrické algebry lze považovat komplexńı č́ısla a kvaterniony. Daľśım
zobecňováńım těchto algeber źıskáváme možnost pracovat s reprezentacemi kompliko-
vaněǰśıch geometrických objekt̊u, avšak za cenu nár̊ustu dimenze algebry, a tedy i výpočet-
ńı náročnosti. Jako vhodný kompromis mezi matematickými a výpočetńımi možnostmi je
v této práci využ́ıvána tzv. konformńı geometrická algebra [3, 4, 7]. Tuto algebru budeme
dále značit CGA. CGA lze charakterizovat jako 32-dimenzionálńı algebru, umožňuj́ıćı
r̊uzné geometrické operace se sférami, kružnicemi, rovinami, př́ımkami, body a dvojicemi
bod̊u - dvojbody, jako např́ıklad źıskáńı vzdálenosti dvou objekt̊u, př́ıpadně jejich od-
chylky, nalezeńı jejich pr̊uniku, posunut́ı a rotace objekt̊u, atd. Teorie týkaj́ıćı se CGA je
uvedena v kapitole 1.
Aplikace CGA v robotice jsou ukázány na robotickém manipulátoru UR10 od firmy
Universal Robots. Tento př́ıstroj je určen k fyzické manipulaci komponent ve výrobńım
procesu, t́ım přisṕıvá k jeho automatizaci. Manipulátor svým vzhledem a zp̊usobem po-
hybu připomı́ná lidskou paži, proto je někdy nazýván jako robotické rameno. Stroj má
možnost rotačńıho pohybu v šesti kloubech. Technické specifikace manipulátoru jsou uve-
deny v kapitole 2 a v [10].
V kapitolách 3, 4 a 5 jsou odvozené vlastńı postupy. V kapitole 3 je vyřešen problém
dopředné kinematiky, tedy vyjádřeńı výsledné polohy stroje na základě rotaćı v jednot-
livých kloubech. Postupy odvozené v kapitolách 4 a 5 se snaž́ı přispět k vývoji ř́ızeńı
stroje pomoćı binokulárńıho viděńı. V kapitole 4 je na základě záznamů ze dvou kamer
zrekonstruována pozice stroje v prostoru při známé poloze kamer v prostoru (včetně je-
jich natočeńı). V kapitole 5 je pak řešena inverzńı úloha, kde jsou na základě záznamů
kamer, možnost́ı pohybu stroje a jeho rozměr̊u určeny vzájemná poloha kamer v̊uči sobě
a možné polohy kamer v prostoru. Smyslem odvozeńı v kapitole 5 je sńıžeńı nepřesnost́ı,
kdy je přesná poloha kamer zat́ıžena chybou. Potom známe jen přibližnou polohu kamer,
výsledná rekonstrukce stroje je tedy zkreslená.
V kapitole 6 je pak vypoč́ıtán vzorový př́ıklad pomoćı vlastńıho programu vytvořeného
v prostřed́ı CluCalc, který potvrzuje správnost odvozených postup̊u. Prostřed́ı CluCalc je
určeno výhradně na výpočty v geometrických algebrách, seznámeńı s prostřed́ım včetně
ukázek je např́ıklad v [4, 7].
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1 Geometrická algebra CGA
1.1 Volná (lineárńı) algebra
Poznámka 1.1. Základy teorie lineárńı algebry lze nalézt v [6].
Definice 1.2. Necht’ X = {x1, x2, ..., xn} je množina prvk̊u, kterou nazveme abece-
dou. Konečnou posloupnost xi prvk̊u z množiny X budeme zapisovat ve tvaru xi =
(xi1xi2xi3 ...xim), xij ∈ X, j ∈ {1, 2, ...,m}. K množině všech konečných posloupnost́ı
přidáme prázdnou posloupnost, kterou označ́ıme λ. Množinu všech těchto posloupnost́ı
označ́ıme L a nazveme ji jazykem nad abecedou X. Prvky z L nazveme slovy nad abecedou
X, přičemž λ dále budeme nazývat jako prázdné slovo. Dále definujeme mezi slovy jazyka
L tuto binárńı operaci:
xλ = λx = x, x ∈ L, (1.1)
xixj = (xi1xi2...xim)(xj1xj2...xjk) = (xi1xi2...ximxj1xj2...xjk), xi,xj 6= λ. (1.2)
Tuto operaci budeme dále nazývat skládáńım slov.
Poznámka 1.3. Operace skládáńı slov je uzavřená na L pouze při konečném počtu užit́ı.
Definice 1.4. Necht’ A je vektorový prostor a jazyk L nad abecedou X = {x1, x2, ..., xn}




aili, ai ∈ R. (1.3)
Vektorový součet prvk̊u a,b ∈ A definujme jako
a + b =
∑
li∈L
(ai + bi)li, ai, bi ∈ R, (1.4)




caili, c, ai ∈ R. (1.5)
Poznámka 1.5. Prostor A z předchoźı definice má nekonečnou dimenzi.
Definice 1.6. Necht’ A je vektorový prostor nad polem R. Necht’  : A × A → A je
operátor s těmito vlastnostmi:
a (b + c) = a b + a c, ∀a,b, c ∈ A, (1.6)
(b + c) a = b a + c a, ∀a,b, c ∈ A, (1.7)
(ra) b = r(a b), ∀a,b ∈ A, ∀r ∈ R, (1.8)
a (rb) = r(a b), ∀a,b ∈ A, ∀r ∈ R, (1.9)
pak objekt (A,) nazveme (lineárńı) algebrou nad polem R. Operaci  budeme nazývat
součinem na algebře (nebo prostoru) A.
Poznámka 1.7. Při součinu dvou prvk̊u z (lineárńı) algebry budeme dále symbol 
vynechávat, takže a b ≡ ab.
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Věta 1.8. Splňuje-li součin na prostoru A z definice 1.4 kromě vlastnost́ı (1.6)-(1.9)
nav́ıc ještě vlastnosti (1.1) a (1.2), kde L je báźı prostoru A, pak je jednoznačně určen.
D̊ukaz. Viz [7].
Definice 1.9. Vektorový prostor A z definice 1.4 se součinem splňuj́ıćım vlastnosti (1.1),
(1.2), (1.6)-(1.9) nazveme volnou (lineárńı) algebrou nad abecedou X.
Věta 1.10. Součin na volné (lineárńı) algebře je asociativńı.
D̊ukaz. Viz [7].
1.2 Zavedeńı geometrické algebry CGA
Definice 1.11. Necht’ A je volná (lineárńı) algebra nad abecedou X = {e1, e2, e3, e+, e−}.
Proved’me faktorizaci A vzhledem k následuj́ıćım identitám:
e2i = 1, i ∈ {1, 2, 3,+}, (1.10)
e2− = −1, (1.11)
eiej = −ejei, i, j ∈ {1, 2, 3,+,−}, i 6= j. (1.12)
Nově vzniklý objekt nazveme konformńı geometrickou algebrou. Tuto algebru budeme
dále značit CGA. Báze CGA je uvedena v tabulce 1.
Věta 1.12. Součin na konformńı geometrické algebře je asociativńı.
D̊ukaz. Viz [7].
Stupeň Název Prvek počet
0 Skalár (0-vektor) 1, 1
1 Vektory (1-vektory) e1, e2, e3, e+, e−, 5








4 Kvadvektory (4-vektory) e1e2e3e+, e1e2e3e−, 5
e1e2e+e−, e1e3e+e−,
e2e3e+e−,
5 Pseudoskalár (5-vektor) e1e2e3e−e+ = I. 1
Dimenze CGA: 32
Tabulka 1: Báze CGA
Definice 1.13. Obecný prvek z CGA nazveme multivektorem. Necht’ a1, a2, ..., am ∈ CGA
jsou bázové k-vektory (viz tabulka 1), k ∈ {0, 1, ..., 5}, pak prvek c1a1 + c2a2 + ...+ cmam
také nazveme k-vektorem, c1, c2, ..., cm ∈ R.
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Poznámka 1.14. Nulový prvek je k-vektor pro všechna k ∈ {0, 1, ..., 5}.
Poznámka 1.15. Libovolný multivektor lze zapsat jako a =
∑5
k=0 ak, kde ak je k-vektor.
Definice 1.16. Necht’ a =
∑5
k=0 ak je multivektor, kde ak je k-vektor. Definujme zobra-
zeńı 〈·〉k : CGA→ CGA jako
〈a〉k = ak. (1.13)
Definice 1.17. Necht’ a ∈ CGA je k-vektor a b ∈ CGA je l-vektor. Zaved’me následuj́ıćı
binárńı operace:
a ∧ 0 = 0 ∧ a = 0, (1.14)
a ∧ b = 〈ab〉k+l, k + l ≤ 5, a,b 6= 0, (1.15)
a ∧ b = 0, k + l > 5, a,b 6= 0, (1.16)
tuto operaci nazveme vněǰśım součinem,
a · 0 = 0 · a = 0, (1.17)
a · b = 〈ab〉|k−l|, a,b 6= 0, (1.18)
tuto operaci nazveme vnitřńım součinem.
Věta 1.18. Vněǰśı součin je asociativńı. Vněǰśı i vnitřńı součin jsou distributivńı zleva
i zprava vzhledem k operaci +.
D̊ukaz. Viz [7].
Poznámka 1.19. Nyńı máme zavedeno několik operaćı, pro lepš́ı přehlednost mate-
matického zápisu zavád́ıme v tabulce 2 jejich uspořádáńı. Operace s nižš́ı prioritou má
přednost před operaćı s vyšš́ı prioritou.
Operace Symbol Priorita
Součin 0
Vněǰśı součin ∧ 1
Vnitřńı součin · 2
Součet a rozd́ıl +,− 3
Tabulka 2: Priorita operaćı
Označme symboly e∞ a e0 následuj́ıćı prvky z CGA:
e∞ = e− + e+, e0 =
1
2
(e− − e+). (1.19)
Nyńı odvod́ıme některé identity prvk̊u e∞ a e0 vzhledem k operaćım součin a vněǰśı součin:
e2∞ = e
2
− + e−e+ + e+e− + e
2








(e− + e+)(e− − e+) =
1
2
(e2− − e−e+ + e+e− − e2+) = e+e− − 1, (1.22)
5
e∞ ∧ e0 =
1
2
(e− + e+) ∧ (e− − e+) =
1
2
(−e− ∧ e+ + e+ ∧ e−) = e+ ∧ e−, (1.23)
takže
e∞e0 = e∞ ∧ e0 − 1, (1.24)
podobně
e0e∞ = e0 ∧ e∞ − 1, (1.25)
e0 ∧ e∞ = e−e+ = −e∞ ∧ e0, (1.26)
z toho vyplývá, že
e∞e0 = −e0e∞ − 2. (1.27)
Pro operaci vnitřńı součin lze snadno zjistit, že
e1 · e1 = e2 · e2 = e3 · e3 = 1, (1.28)
e∞ · e∞ = e0 · e0 = 0, (1.29)
e∞ · e0 = e0 · e∞ = −1, (1.30)
ei · ej = ei · e∞ = ei · e0 = 0, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j. (1.31)




e∞ + e0, e+ =
1
2
e∞ − e0. (1.32)
V tabulce 3 je uvedena modifikovaná báze, zapsaná pomoćı výše uvedených symbol̊u
a operátor̊u, se kterou dále budeme pracovat. Tato báze se obvykle použ́ıvá při práci
s geometrickými objekty v CGA, viz [3, 4, 7].
Stupeň Název Prvek počet
0 Skalár (0-vektor) 1, 1
1 Vektory (1-vektory) e1, e2, e3, e∞, e0, 5
2 Bivektory (2-vektory) e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2, 10
e1 ∧ e∞, e2 ∧ e∞, e3 ∧ e∞,
e1 ∧ e0, e2 ∧ e0, e3 ∧ e0,
e∞ ∧ e0,
3 Trivektory (3-vektory) e1 ∧ e2 ∧ e3, e1 ∧ e2 ∧ e∞, e1 ∧ e2 ∧ e0, 10
e1 ∧ e3 ∧ e∞, e1 ∧ e3 ∧ e0, e1 ∧ e∞ ∧ e0,
e2 ∧ e3 ∧ e∞, e2 ∧ e3 ∧ e0, e2 ∧ e∞ ∧ e0,
e3 ∧ e∞ ∧ e0,
4 Kvadvektory (4-vektory) e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e∞, e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e0, 5
e1 ∧ e2 ∧ e∞ ∧ e0, e1 ∧ e3 ∧ e∞ ∧ e0,
e2 ∧ e3 ∧ e∞ ∧ e0,
5 Pseudoskalár (5-vektor) e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e∞ ∧ e0 = I. 1
Tabulka 3: Modifikovaná báze CGA
Věta 1.20. Necht’ x,y jsou 1-vektory, necht’ A je k-vektor a B je l-vektor, pak plat́ı, že
x ∧ y = −y ∧ x, (1.33)
A · IB = I(A ∧B), (1.34)
A ∧ IB = I(A ·B), (1.35)
x · (y ∧A) = (x · y) ∧A− y ∧ (x ·A). (1.36)
6
D̊ukaz. Viz [3].
1.3 Reprezentace geometrických objekt̊u z R3
V této části ukážeme, jakým zp̊usobem jsou reprezentovány geometrické objekty (body,
sféry, roviny, kružnice, př́ımky a dvojice bod̊u - dvojbody) z R3 v CGA. Mějme reprezen-
taci nějakého bodu P ∈ CGA a nějakou reprezentaci geometrického objektu A ∈ CGA.
Geometrické objekty budeme reprezentovat tak, aby platilo:
P ∈ A⇔ P ·A = 0. (1.37)
Chceme tedy, aby vnitřńı součin nějakým zp̊usobem vyjadřoval vzdálenost mezi bodem
a geometrickým objektem a aby byl roven nule, když bod na daném objektu lež́ı. Ze
vztahu (1.35) plyne, že
P ·A = 0⇔ P ∧ IA = 0, (1.38)
má tedy smysl uvažovat i duálńı reprezentaci objektu A ve tvaru IA (př́ıpadně −IA).
Potom plat́ı analogie (1.37):
P ∈ A⇔ P ∧ IA = 0. (1.39)
Je-li splněno (1.37), pak A nazveme vnitřńı (IPNS) reprezentaćı geometrického objektu,
je-li splněno (1.39), pak IA nazveme vněǰśı (OPNS) reprezentaćı geometrického objektu.
Výhody obou reprezentaćı budou uvedeny dále.
Poznámka 1.21. Protože vněǰśı i vnitřńı součin splňuj́ı vlastnost (1.9), pak pro libovolný
bod a reprezentaci geometrického objektu A, resp. IA plat́ı
P ·A = 0⇔ k(P ·A) = 0⇔ P · (kA) = 0, k ∈ R/{0}, (1.40)
P ∧ IA = 0⇔ k(P ∧ IA) = 0⇔ P ∧ (kIA) = 0, k ∈ R/{0}. (1.41)
Nalezneme-li tedy reprezentaci geometrického objektu A, resp. IA, pak i kA, resp. kIA,
je jeho reprezentaćı. Za některých okolnost́ı však budeme potřebovat nějaký standardńı
tvar geometrického objektu, který obdrž́ıme poděleńım reprezentace konkrétńım k (dle
požadovaného standardu).
Dále bude ukázáno, jakým zp̊usobem se nalezne IPNS, resp. OPNS reprezentace
konkrétńıho geometrického objektu, postupy odvozeńı jsou převzaty z [3]. Dı́ky v́ıce typ̊um
reprezentace máme v́ıce možnost́ı, jak konkrétńı objekt nalézt. Např́ıklad IPNS reprezen-
taci sféry nalezneme snadno, známe-li jej́ı střed a poloměr, roviny, známe-li jej́ı normálový
vektor a vzdálenost od počátku. U IPNS reprezentace bude mı́t dále kĺıčovou roli pr̊unik
objekt̊u - kružnice je pr̊unik dvou sfér, př́ımka je pr̊unik dvou rovin atd. OPNS repre-
zentaci nalezneme vždy snadno pomoćı známých bod̊u na objektu - sféra je jednoznačně
daná čtyřmi body, kružnice a rovina třemi body, př́ımka a dvojbod dvěma body.
IPNS reprezentace bodu
Nejdř́ıve zavedeme několik elementárńıch reprezentaćı. Necht’ vektor x = (x1, x2, x3) z R3
je v CGA reprezentován prvkem x = x1e1 + x2e2 + x3e3, počátek soustavy souřadnic
prvkem e0 a bod v nekonečnu prvkem e∞. Zde vid́ıme, že na počátek soustavy souřadnic
e0 už nepohĺıž́ıme jako na nulový vektor z R3, protože neńı roven nule, ale jako na bod.
Vid́ıme tedy, že bod od vektoru lze odlǐsit přičteńım prvku e0. Bod P by byl pak zapisován
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ve tvaru P = p1e1 + p2e2 + p3e3 + e0, nebyla by však obecně splněna podmı́nka (1.37)
- chceme, aby P · P = 0, protože bod lež́ı sám na sobě. Přidejme tedy ještě člen ae∞,
kde a dopoč́ıtáme tak, aby platilo P · P = 0 (přidáváme násobek prvku e∞, aby P byl
1-vektor, takže P ·P je skalár). Pak plat́ı
P ·P = (p1e1 + p2e2 + p3e3 + ae∞ + e0) · (p1e1 + p2e2 + p3e3 + ae∞ + e0)




3 − 2a = 0, (1.42)
takže a = 1
2
‖p‖2, kde p je polohový vektor bodu P. Bod P tedy bude reprezentován
v CGA jako
P = p1e1 + p2e2 + p3e3 +
1
2
‖p‖2e∞ + e0 = p +
1
2
‖p‖2e∞ + e0. (1.43)
Poznámka 1.22. Tvar (1.43) je zároveň OPNS reprezentace bodu, protože P ∧ P = 0.
Jedná se tedy o jedinou reprezentaci bodu, kterou budeme uvažovat.
Dále ukážeme, čemu je roven vnitřńı součin dvou obecných bod̊u. Vnitřńı součin je
na {e1, e2, e3} euklidovský skalárńı součin, takže p · q = ‖p‖‖q‖ cosα. Pro vnitřńı součin
dvou bod̊u tedy plat́ı, že
P ·Q = (p + 1
2








‖q‖2 + ‖p‖‖q‖ cosα = −1
2
d2, (1.44)
kde α je úhel mezi vektory p a q a d je dle kosinové věty vzdálenost mezi body P a Q.
Odvodili jsme tedy, že pomoćı vnitřńıho součinu lze jednoznačně určit vzdálenost mezi
dvěma body.
Poznámka 1.23. Pro bod v nekonečnu e∞ a libovolný (konečný) bod P plat́ı, že
P · e∞ = −1. (1.45)
Bod v nekonečnu je tedy vzdálen od každého (konečného) bodu z R3 stejně, tato vzdálenost
je normována volbou počátku e0.
IPNS reprezentace sféry
Nyńı chceme nalézt reprezentaci sféry. Necht’ C je střed sféry a r jej́ı poloměr. Sféra je
množina všech bod̊u vzdálených r od bodu C. Pro libovolný bod P lež́ıćı na sféře plat́ı
dle vztahu (1.44), že
P ·C = −1
2
r2. (1.46)
Dále využijeme toho, že pro každý bod P plat́ı (1.45), pak
P ·C + 1
2
r2 = P ·C− 1
2
r2P · e∞ = P · (C−
1
2
r2e∞) = 0, (1.47)




r2e∞ = c1e1 + c2e2 + c3e3 +
1
2
(‖c‖2 − r2)e∞ + e0. (1.48)
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Poznámka 1.24. IPNS reprezentace je obecně jednoznačně dána až na násobek (viz
poznámka 1.21). Pro libovolnou sféru ve standardńım tvaru (1.48) a bod v nekonečnu
plat́ı, že
Sst · e∞ = −1. (1.49)
Neńı-li však sféra ve standardńım tvaru, ale ve tvaru S = kSst, k 6= 0, pak plat́ı, že
S · e∞ = −k. (1.50)






Nyńı ukážeme, jak nalézt IPNS reprezentaci roviny, která je dána svým normálovým
vektorem n, ‖n‖ = 1 a vzdálenost́ı d od počátku e0 ve směru normály. V R3 by obecné
vyjádřeńı této roviny bylo zapsáno ve tvaru n1x + n2y + n3z − d = 0. Mějme libovolný
bod P lež́ıćı na rovině π, pak plat́ı, že
d = p · n = P · n, (1.52)
takže
P · n− d = P · n + dP · e∞ = P · (n + de∞) = 0. (1.53)
Standardńı IPNS reprezentace roviny je tedy ve tvaru
πst = n + de∞ = n1e1 + n2e2 + n3e3 + de∞. (1.54)
Dále ukážeme reprezentaci roviny souměrnosti bod̊u P a Q, toho později využijeme
při daľśım odvozováńı. Rovina souměrnosti je množina všech bod̊u R, pro které plat́ı
R ·P = R ·Q, (1.55)
takže
R · (P−Q) = 0, (1.56)
a IPNS reprezentace roviny souměrnosti bod̊u P a Q je pak ve tvaru
π = P−Q. (1.57)
Standardńı IPNS reprezentaci bychom pak dostali poděleńım velikosti normálového vek-






Vnitřńı součin mezi IPNS reprezentacemi odvozených geometrických objekt̊u
Dále odvod́ıme geometrický význam vnitřńıho součinu mezi výše odvozenými IPNS repre-
zentacemi geometrických objekt̊u - bod̊u, sfér a rovin. Tato odvozeńı lze nalézt např́ıklad
v [3, 4, 7]. IPNS reprezentace těchto objekt̊u budeme vždy uvažovat ve standardńım tvaru.
Význam vnitřńıho součinu dvou bod̊u je již odvozen v rovnici (1.44).
Bod a sféra:
P · S = (p1e1 + p2e2 + p3e3 +
1
2
‖p‖2e∞ + e0) · (c1e1 + c2e2 + c3e3 +
1
2
(‖c‖2 − r2) + e0)













kde d je vzdálenost mezi bodem P a středem sféry C. Z Pythagorovy věty plyne, že√
−2(P · S) = τ, P · S < 0, (1.60)
kde τ je tečná vzdálenost bodu a sféry (viz obrázek 1). Plat́ı tedy, že když P · S < 0, pak
bod P lež́ı vně sféry S. Dále plat́ı, že když P · S = 0, pak bod P lež́ı na sféře S, když






Obrázek 1: Tečná vzdálenost bodu a sféry
Poznámka 1.25. Vzhledem k poznámce 1.24 lež́ı bod v nekonečnu vně každé sféry a má
od každé z nich stejnou tečnou vzdálenost. Tato vzdálenost je normována volbou počátku
e0.
Bod a rovina:
P · π = (p1e1 + p2e2 + p3e3 +
1
2
‖p‖2e∞ + e0) · (n1e1 + n2e2 + n3e3 + de∞)
= p1n1 + p2n2 + p3n3 − d = p · n− d. (1.61)
Protože ‖n‖ = 1, pak
|P · π| = δ, (1.62)














δ′ = |p′ · n− d|
Obrázek 2: Vzdálenost bodu od roviny vyjádřená pomoćı skalárńıho součinu, diskutovány
oba př́ıpady pozice bodu P (P′)
Poznámka 1.26. Pro libovolnou rovinu π a bod v nekonečnu e∞ plat́ı, že
e∞ · π = 0, (1.63)
vid́ıme tedy, že každá rovina prot́ıná bod v nekonečnu.
Sféra a rovina:
S · π = (C− 1
2
r2e∞) · (n1e1 + n2e2 + n3e3 + de∞)
= c1n1 + c2n2 + c3n3 − d. (1.64)
Dostáváme stejný výsledek jako při vnitřńım součinu bodu a roviny, akorát zde roli bodu
hraje střed C sféry S, takže
|S · π| = δ, (1.65)
kde δ je vzdálenost středu C sféry S od roviny π. Když δ > r, pak se sféra a rovina
nedotýkaj́ı, když δ = r, pak se sféra a rovina dotýkaj́ı, když δ < r, pak se sféra a rovina
prot́ınaj́ı.
Rovina a rovina:
π1 · π2 = (n1e1 + n2e2 + n3e3 + d1e∞) · (m1e1 +m2e2 +m3e3 + d2e∞)
= n1m1 + n2m2 + n3m3 = cosα, (1.66)




S1 · S2 = (C1 −
1
2



















kde d ≥ 0 je vzdálenost mezi středy sfér. Plat́ı tedy, že
d2 = r21 + r
2
2 − 2(S1 · S2). (1.68)










Obrázek 3: Vzájemná poloha dvou sfér
S1 · S2 < −r1r2 ⇒ sféry se nedotýkaj́ı, jedna lež́ı vně druhé,
S1 · S3 = −r1r3 ⇒ vněǰśı dotyk sfér,
S1 · S4 ∈ (−r1r4, r1r4) ⇒ sféry se prot́ınaj́ı,
S1 · S5 = r1r5 ⇒ vnitřńı dotyk sfér,





6)〉 ⇒ sféry se nedotýkaj́ı, jedna lež́ı uvnitř druhé.
Speciálńı př́ıpady:
S1 · S′4 =
(min{r1, r′4})2
2
⇒ Střed menš́ı sféry lež́ı na větš́ı sféře,
S1 · S′6 =
(max{r1, r′6})2
2
⇒ Střed větš́ı sféry lež́ı na menš́ı sféře,
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) ⇒ soustředné sféry (maximum vnitřńıho součinu).
Význam vnitřńıho součinu mezi reprezentacemi odvozených geometrických objekt̊u je
shrnut v tabulce 4. Podobnou tabulku lze nalézt v [4].
Vnitřńı součin Bod Sféra Rovina
Bod Vzdálenost Tečná vzdálenost Vzdálenost
Sféra Mı́ra vzdálenosti Vzdálenost středu sféry od roviny
Rovina Úhel normálových vektor̊u rovin
Tabulka 4: Význam vnitřńıho součinu odvozených geometrických objekt̊u
IPNS reprezentace kružnice, př́ımky a dvojbodu
Před odvozeńım IPNS reprezentace kružnice a př́ımky nejdř́ıve ukážeme, jaký geometrický
význam má pro IPNS reprezentace operace vněǰśı součin. Položme (1.36) rovno nule:
x · (y ∧A) = (x · y) ∧A− y ∧ (x ·A) = 0. (1.69)
Pokud 1-vektor x je reprezentaćı bodu, pak tento bod lež́ı na objektu y ∧ A. Necht’
y a A jsou r̊uzné nenulové prvky, kde y je 1-vektor, pak
(x · y) ∧A− y ∧ (x ·A) = 0⇔ x · y = 0 a zároveň x ·A = 0, (1.70)
takže bod x lež́ı na objektu y a zároveň na objektu A. Vněǰśı součin IPNS reprezentaci má
tedy za výše uvedených předpoklad̊u význam pr̊uniku geometrických objekt̊u (platnost
ekvivalence (1.70) je podrobněji rozebrána v [7]).
Poznámka 1.27. Protože IPNS reprezentace sféry i roviny jsou 1-vektory, neńı podmı́nka,
že y je 1-vektor, omezuj́ıćı.
Poznámka 1.28. Na následuj́ıćı ukázce je vidět, proč je d̊uležité předpokládat, že y a A
jsou r̊uzné:
P 6= P ∧P = 0,S 6= S ∧ S = 0, (1.71)
kde P je libovolný bod, S je libovolná sféra. Takže když y = A, pak operace vnitřńı
součin význam pr̊uniku nemá.
Mějme sféry S1 = C1 − 12r
2
1e∞ a S2 = C2 − 12r
2
2e∞, které se prot́ınaj́ı, takže plat́ı,
že S1 · S2 ∈ (−r1r2, r1r2). Potom je jejich pr̊unikem kružnice Z, jej́ıž IPNS reprezentaci
źıskáme následovně:
Z = S1 ∧ S2. (1.72)
IPNS reprezentaci kružnice lze źıskat také jako pr̊unik sféry S a roviny π, kde |S · π| < r:
Z = S ∧ π. (1.73)
Podobně IPNS reprezentaci př́ımky źıskáme jako pr̊unik dvou rovin π1, π2, π1 · π2 6= ±1:
L = π1 ∧ π2. (1.74)
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Protože později bude užitečné použ́ıvat konkrétńı (standardńı) reprezentaci př́ımky, ro-
zepǐsme nyńı výraz (1.74):
L = (n1e1 + n2e2 + n3e3 + d1e∞) ∧ (m1e1 +m2e2 +m3e3 + d2e∞) (1.75)
= (n2m3 − n3m2)e2 ∧ e3 + (n3m1 − n1m3)e3 ∧ e1 + (n1m2 − n2m1)e1 ∧ e2
+ (n1d2 −m1d1)e1 ∧ e∞ + (n2d2 −m2d1)e2 ∧ e∞ + (n3d2 −m3d1)e3 ∧ e∞.
Vid́ıme, že koeficienty u 2-vektor̊u e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2 určuj́ı směrový vektor př́ımky
L v R3, nebot’ je lze źıskat vektorovým součinem vektor̊u n a m. Standardńı reprezentace
př́ımky bude taková, aby jej́ı směrový vektor měl velikost rovnu jedné. Protože plat́ı
L · L = −(n2m3 − n3m2)2 − (n3m1 − n1m3)2 − (n1m2 − n2m1)2, (1.76)





Pr̊unikem tř́ı r̊uzných navzájem se prot́ınaj́ıćıch sfér źıskáme dvojici bod̊u neboli dvoj-
bod. IPNS reprezentaci dvojbodu tedy źıskáme jako
PP = S1 ∧ S2 ∧ S3. (1.78)
IPNS reprezentaci dvojbodu lze źıskat také jako pr̊unik dvou prot́ınaj́ıćıch se sfér a jedné
roviny, která je prot́ıná, pr̊unik dvou r̊uznoběžných rovin a sféry, která je prot́ıná, př́ıpadně
i jako pr̊unik třech r̊uznoběžných rovin, v takovém př́ıpadě je jeden z dvojice bod̊u bod
v nekonečnu.
OPNS reprezentace dvojbodu
Jak bylo řečeno výše, ukážeme, že OPNS reprezentaci objektu lze snadno źıskat pomoćı
bod̊u, které tento objekt určuj́ı. Dvojbod je dán dvěma r̊uznými body P1 a P2, OPNS
reprezentace dvojbodu se pak nalezne následovně:
PP
∗ = P1 ∧P2. (1.79)
Mějme nějaký bod P. Je zřejmé, že
Když (P = P1) nebo (P = P2), pak (P ∧P1 ∧P2 = 0). (1.80)
Opačnou implikaci lze dokázat po rozepsáńı členu P ∧P1 ∧P2, viz [3].
OPNS reprezentace sféry
Necht’ P1,P2,P3,P4 jsou čtyři r̊uzné konečné body, které nelež́ı ve stejné rovině, pak
tyto body jednoznačně určuj́ı sféru v prostoru. OPNS reprezentaci této sféry źıskáme
následovně:
S∗ = P1 ∧P2 ∧P3 ∧P4. (1.81)
Nyńı ukážeme, jak lze vztah (1.81) odvodit. Rovina souměrnosti dvou bod̊u P1 a P2 je
ve tvaru P2 − P1 (jej́ı IPNS reprezentace, viz (1.57)). Vezměme ještě roviny P3 − P1
a P4 −P1, pak pr̊unikem těchto tř́ı rovin je střed C sféry S a bod v nekonečnu e∞, tedy
kI(C ∧ e∞) = (P2 −P1) ∧ (P3 −P1) ∧ (P4 −P1). (1.82)
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Tvar sféry S se středem C, na které lež́ı bod P1 lze pomoćı vztah̊u (1.44), (1.45) a (1.36)
upravit následovně:
S = C− 1
2
r2e∞ = C + (P1 ·C)e∞ = (P1 ·C)e∞ − (P1 · e∞)C = P1 · (C ∧ e∞). (1.83)
Dále už lze pomoćı vztahu (1.35) odvodit, že
S∗ = kI(P1 · (C ∧ e∞)) = P1 ∧ kI(C ∧ e∞)
= P1 ∧ (P2 −P1) ∧ (P3 −P1) ∧ (P4 −P1) = P1 ∧P2 ∧P3 ∧P4. (1.84)
OPNS reprezentace roviny
Necht’ P1,P2,P3 jsou r̊uzné konečné body, pak tyto body jednoznačně určuj́ı rovinu v pro-
storu. Dále ukážeme, že OPNS reprezentace roviny je ve tvaru
π∗ = P1 ∧P2 ∧P3 ∧ e∞. (1.85)
Mějme rovinu souměrnosti bod̊u Q1 a Q2, pak π = Q1 −Q2. Upravme tvar této roviny
pomoćı vztah̊u (1.45) a (1.36) následovně:
π = Q1 −Q2 = (e∞ ·Q1) ∧Q2 −Q1 ∧ (e∞ ·Q2) = e∞ · (Q1 ∧Q2). (1.86)
Výraz Q1 ∧Q2 je OPNS reprezentace dvojbodu. Potřebujeme tedy pomoćı bod̊u P1,P2
a P3 nalézt dvojbod, jehož rovina souměrnosti je rovina π. Tento dvojbod nalezneme jako
pr̊unik tř́ı navzájem se prot́ınaj́ıćıch sfér, jejichž středy jsou body P1,P2 a P3. Nyńı už
lze za pomoci vztahu (1.35), (1.48) a (1.78) ukázat, že
π∗ = I(e∞ · (Q1 ∧Q2)) = I(e∞ · I(S1 ∧ S2 ∧ S3))
= −e∞ ∧ (P1 −
1
2
r21e∞) ∧ (P2 −
1
2




= P1 ∧P2 ∧P3 ∧ e∞. (1.87)
Poznámka 1.29. Vzhledem k (1.81) a (1.85) lze na rovinu pohĺıžet jako na sféru, která
prot́ıná bod v nekonečnu.
Kromě určeńı reprezentace roviny je také d̊uležitá orientace jej́ıho normálového vek-
toru, kterou popisuje následuj́ıćı věta.




Q = q1e1 + q2e2 + q3e3 +
1
2
‖q‖2e∞ + e0 a R = r1e1 + r2e2 + r3e3 + 12‖r‖
2e∞ + e0. Potom
normálový vektor roviny
π = I(P ∧Q ∧R ∧ e∞) (1.88)
je orientován ve směru vektoru (q− p)× (r− p).
D̊ukaz. Rovnici (1.88) lze roznásobeńım výrazu na pravé straně upravit na tvar
π = (p2q3 − p2r3 + p3r2 − p3q2 + q2r3 − q3r2)e1
+ (p1q3 − p1r3 + p3r1 − p3q1 + q1r3 − q3r1)e2
+ (p1q2 − p1r2 + p2r1 − p2q1 + q1r2 − q2r1)e3
+ (p1q2r3 − p1q3r2 − p2q1r3 + p2q3r1 + p3q1r2 − p3q2r1)e∞. (1.89)
Nyńı lze snadno ověřit, že koeficienty u prvk̊u báze e1, e2, e3 jsou složky vektoru (q−p)×
(r− p).
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OPNS reprezentace kružnice a př́ımky
Necht’ P1,P2 a P3 jsou tři libovolné r̊uzné konečné body, které nelež́ı na stejné př́ımce,
pak tyto body jednoznačně určuj́ı kružnici v prostoru. Necht’ P4 je libovolný konečný
bod, který nelež́ı v rovině P1 ∧P2 ∧P3 ∧ e∞. Necht’ bod P lež́ı na kružnici určenou body
P1,P2,P3. Pak tento bod lež́ı na sféře P1 ∧P2 ∧P3 ∧P4. Plat́ı tedy, že
P ∧ (P1 ∧P2 ∧P3 ∧P4) = 0. (1.90)
Dı́ky asociativitě vněǰśıho součinu plat́ı, že
(P ∧P1 ∧P2 ∧P3) ∧P4 = 0. (1.91)
Pro libovolný bod P4 je tato rovnost splněna právě tehdy, když
P ∧ (P1 ∧P2 ∧P3) = 0, (1.92)
z čehož plyne, že OPNS reprezentace kružnice dané body P1,P2,P3 je tvaru
Z∗ = P1 ∧P2 ∧P3. (1.93)
Analogickým postupem lze ukázat, že OPNS reprezentace př́ımky, dané body P1,P2,
je tvaru
L∗ = P1 ∧P2 ∧ e∞. (1.94)
Poznámka 1.31. Vzhledem k (1.93) a (1.94) lze na př́ımku pohĺıžet jako na kružnici,
která procháźı bodem v nekonečnu.
O orientaci směrového vektoru př́ımky hovoř́ı následuj́ıćı věta.




a Q = q1e1 + q2e2 + q3e3 +
1
2
‖q‖2e∞ + e0. Potom směrový vektor př́ımky
L = I(P ∧Q ∧ e∞) (1.95)
je orientován ve směru vektoru q− p = (q1 − p1)e1 + (q2 − p2)e2 + (q3 − p3)e3.
D̊ukaz. Rovnici (1.95) lze roznásobeńım výrazu na pravé straně upravit na tvar
L = (q1 − p1)e2 ∧ e3 + (q2 − p2)e3 ∧ e1 + (q3 − p3)e1 ∧ e2
+ (p2q3 − p3q2)e1 ∧ e∞ + (p3q1 − p1q3)e2 ∧ e∞ + (p1q2 − p2q1)e3 ∧ e∞. (1.96)
U prvk̊u báze e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2 se pak vyskytuj́ı koeficienty vektoru q− p.
Výčet odvozených reprezentaćı geometrických objekt̊u
Pro lepš́ı přehlednost jsou v tabulce 5 uvedeny odvozené reprezentace. Podobnou tabulku
lze nalézt v [4].
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Objekt IPNS reprezentace OPNS reprezentace
Bod P = p + 1
2
‖p‖2e∞ + e0
Sféra S = P− 1
2
r2e∞ S
∗ = P1 ∧P2 ∧P3 ∧P4
Rovina π = n + de∞ π
∗ = P1 ∧P2 ∧P3 ∧ e∞
Kružnice Z = S1 ∧ S2 Z∗ = P1 ∧P2 ∧P3
Př́ımka L = π1 ∧ π2 L∗ = P1 ∧P2 ∧ e∞
Dvojbod Pp = S1 ∧ S2 ∧ S3 P∗p = P1 ∧P2
p = p1e1 + p2e2 + p3e3
n = n1e1 + n2e2 + n3n3, ‖n‖ = 1
Tabulka 5: Odvozené reprezentace geometrických objekt̊u
1.4 Geometrické transformace v CGA
Translace












Protože plat́ı, že eie∞ = −e∞ei, i ∈ {1, 2, 3}, a e2∞ = 0, lze výraz (1.97) upravit na tvar
T = 1− 1
2
te∞. (1.98)









Věta 1.34. Necht’ O je standardńı IPNS reprezentace geometrického objektu a T je
translátor ve tvaru (1.98). Výpočtem
Ot = TOT̃ (1.100)
źıskáme IPNS reprezentaci geometrického objektu posunutého o t. Pokud je O ve stan-
dardńım tvaru, pak je i Ot ve standardńım tvaru.
D̊ukaz. Viz [3].
Rotace
Definice 1.35. Necht’ Lst je standardńı IPNS reprezentace př́ımky a θ ∈ R. Rotorem



















viz [3, 4, 7].
Věta 1.37. Necht’ O je standardńı IPNS reprezentace geometrického objektu a R je rotor
ve tvaru (1.101). Výpočtem
OR = ROR̃ (1.104)
źıskáme IPNS reprezentaci geometrického objektu, který obdrž́ıme rotaćı objektu O kolem
osy Lst o úhel θ v kladném směru. Pokud je O ve standardńım tvaru, pak je i OR ve
standardńım tvaru.
D̊ukaz. Viz [3].
Poznámka 1.38. Kladným směrem rozumı́me, že pokud jdeme prsty pravé ruky od
směrového vektoru př́ımky Lst k objektu O, palec ukazuje směr rotace.
Složená transformace (Rigid-body motion)
Slovńı spojeńı ,,rigid-body motion” lze do češtiny přeložit jako ,,pohyb tuhého tělesa”.
Touto transformaćı budeme mı́t na mysli po sobě jdoućı translaci a rotaci, př́ıpadně rotaci
a translaci.
Definice 1.39. Mějme rotor R a translátor T , prvek ve tvaru
M = RT (1.105)
nazýváme motorem a prvek ve tvaru
M̃ = T̃ R̃ (1.106)
nazýváme konjugovaným motorem k motoru M .
Z vět 1.34 a 1.37 plyne, že reprezentaci objektu OM , obdrženého translaćı a rotaćı
objektu O, źıskáme vztahem
OM = MOM̃. (1.107)
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2 Robotický manipulátor UR10
Robotický manipulátor UR10 od firmy Universal Robots je určen k fyzické manipu-
laci komponent ve výrobńım procesu, č́ımž přisṕıvá k jeho automatizaci. UR10 svým
tvarem a pohybem připomı́ná lidskou paži, proto se někdy označuje jako robotické ra-
meno. Má možnost rotačńıho pohybu v šesti kloubech (viz tabulka technických para-
metr̊u a obrázek 4 - fialově vyznačeny osy rotace, kde každá prot́ıná k ńı př́ıslušný kloub).
Technické parametry jsou převzaty z [10].
Specifikace:
Užitečné zat́ıžeńı 10 kg
Dosah 130 cm
Stupně volnosti 6 otočných kloub̊u
Pohyb:
Pohyb os robotického ramena Pracovńı rozsah Maximálńı rychlost Osa
Podstavec ±360° ±120°/s L01
Rameno ±360° ±120°/s L12
Loket ±360° ±180°/s L34
Zápěst́ı 1 ±360° ±180°/s L56
Zápěst́ı 2 ±360° ±180°/s L67
Zápěst́ı 3 ±360° ±180°/s L78
Tabulka 6: Vybrané technické parametry
Pozici manipulátoru na obrázku 4 budeme uvažovat jako počátečńı polohu. Tuto po-
lohu poṕı̌seme pomoćı červeně označených bod̊u P0 až P8. Souřadnice těchto bod̊u ve
vyznačeném systému jsou uvedeny v tabulce 7. Hodnoty jsou určeny v centimetrech dle
rozměr̊u na obrázku 4. Hodnotu parametru a > 0 (viz tabulka 7) můžeme pro naše úvahy
určit libovolně. Dále budeme volit a = 20.
Bod Souřadnice v systému [x; y; z]
P0 [0; 0; 0]
P1 [0; 0; 12, 80]
P2 [0;−a; 12, 80]
P3 [0,−a, 74, 07]
P4 [0; 0; 74, 07]
P5 [0; 0; 131, 23]
P6 [0;−16, 39; 131, 23]
P7 [0;−16, 39; 142, 80]
P8 [0;−25, 61; 142, 80]

























Obrázek 4: Robotický manipulátor UR10 v počátečńı pozici, modře souřadný systém,
fialově osy rotace, červeně body popisuj́ıćı polohu stroje. Původńı obrázek převzat od
Universal Robots.
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3 Dopředná kinematika manipulátoru UR10
Mějme manipulátor v počátečńı pozici (viz obrázek 4 a tabulka 7). Úkolem je určit
výslednou pozici manipulátoru po provedeńı rotačńıho pohybu o nějaký úhel v daném
rozsahu v každém kloubu. Tyto úhly označme postupně θ01, θ12, θ34, θ56, θ67, θ78, přičemž
každý úhel odpov́ıdá ose rotace se stejným indexem. Výsledná pozice je pak určena po-
moćı bod̊u P̃i, i ∈ {0, 1, ..., 8}, kde bod P̃i znač́ı výslednou polohu části stroje označené
v počátečńı pozici bodem Pi.
Bod P0 je pevně ztotožněn s počátkem, bodu P1 se pohybem pozice nezměńı, proto
P̃0 = P0, (3.1)
P̃1 = P1. (3.2)
Osu rotace L̃01 a k ńı př́ıslušný rotor R01 urč́ıme jako









výslednou polohu bodu P̃2 pak źıskáme jako rotaci bodu P2 kolem osy L̃01 o úhel θ01 (viz
(1.101) a věta 1.37):
P̃2 = R01P2R̃01. (3.6)
Poznámka 3.1. L̃∗01 je OPNS reprezentace př́ımky určené body P̃0 a P̃1, IL̃
∗
01 je IPNS
reprezentace téže př́ımky a L̃01 je jej́ı standardńı IPNS reprezentace (viz (1.77)).
Obdobně urč́ıme osu L̃12 a k ńı př́ıslušný rotor R12.









Polohu bod̊u P̃3 a P̃4 pak źıskáme jako
P̃3 = R12R01P3R̃01R̃12, (3.10)
P̃4 = R12R01P4R̃01R̃12. (3.11)
Poznámka 3.2. Vyjádřeńı (3.10), resp. (3.11) znamená, že nejdř́ıve je provedena rotace
bodu P3, resp. P4 kolem osy L̃01 o úhel θ01 a následně rotace kolem osy L̃12 o úhel θ12.
U vyjádřeńı výsledné polohy daľśıch bod̊u budou přibývat daľśı rotory určuj́ıćı rotaci
kolem daľśıch os.
Analogicky pak urč́ıme osu L̃34 a rotor R34 jako










a polohu bod̊u P̃5 a P̃6 jako
P̃5 = R34R12R01P5R̃01R̃12R̃34, (3.15)
P̃6 = R34R12R01P6R̃01R̃12R̃34. (3.16)
Dále









P̃7 = R56R34R12R01P7R̃01R̃12R̃34R̃56. (3.20)
Dále









P̃8 = R67R56R34R12R01P8R̃01R̃12R̃34R̃56R̃67. (3.24)
Takto jsme vyjádřili výslednou polohu manipulátoru. Manipulátor má ještě možnost po-
hybu v ose L̃78, tento pohyb má význam, je-li k manipulátoru připojen nějaký nástavec,
který může např́ıklad uchopit nějaký objekt. Tuto osu a k ńı př́ıslušný rotor pak analo-
gicky vyjádř́ıme jako









T́ım je úloha dopředné kinematiky vyřešena.
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4 Rekonstrukce 3D scény pomoćı dvou kamer
4.1 Rekonstrukce reálné polohy stroje
V této sekci bude naš́ım ćılem na základě záznamu ze dvou kamer určit pozici mani-
pulátoru UR10. Vstupńımi parametry této úlohy jsou umı́stěńı ohnisek levé a pravé ka-
mery OL = [oL1, oL2, oL3] ≡ oL1e1 + oL2e2 + oL3e3 + 12‖oL‖
2 + e0, OR = [oR1, oR2, oR3] ≡
oR1e1 + oR2e2 + oR3e3 +
1
2
‖oR‖2 + e0, parametry αL, βL, γL popisuj́ıćı natočeńı levé ka-
mery, kde postupně úhel αL popisuje rotaci kolem vertikálńı osy, úhel βL rotaci kolem
horizontálńı osy a úhel γL rotaci kolem předozadńı osy, analogicky pak natočeńı pravé
kamery popisuj́ı parametry αR, βR, γR.
Poznámka 4.1. Vertikálńı, horizontálńı a předozadńı osy uvažujeme fixované k levé,
resp. pravé kameře - procházej́ı jej́ım ohniskem a pohybuj́ı se společně s kamerou.
Vstupńımi parametry, které popisuj́ı vlastnosti kamer, jsou také jejich ohniskové vzdále-
nosti fL, fR (vzdálenost kamer od promı́taćı roviny), pro jednoduchost uvažujme, že
fL = fR = f . Daľśımi vstupńımi parametry jsou obrazy bod̊u P̃i na promı́taćıch ro-
vinách πprL a πprR, i ∈ {0, 1, 2, ..., 8}, na levé promı́taćı rovině πprL tyto obrazy označ́ıme
PiL, na pravé promı́taćı rovině πprR pak tyto obrazy označ́ıme PiR.
Poznámka 4.2. Obrazy PiL a PiR bodu P̃i nemuśı vždy existovat. Může doj́ıt např́ıklad
k překryt́ı tohoto bodu. Pak se tento bod na jednu z rovin (nebo na obě) nepromı́tne
a neexistuje tedy záznam PiL, resp. PiR (resp. ani jeden z těchto záznamů). Existuj́ı pak
situace, kdy lze i přesto nalézt skutečnou polohu bodu P̃i, ale také situace, kdy poloha
tohoto bodu nalézt nelze. V praxi lze tento problém řešit např́ıklad sńımáńım stroje
daľśı kamerou. V následuj́ıćım postupu se těmito singulárńımi př́ıpady nebudeme zabývat




























Obrázek 5: Natočeńı levé, resp. pravé kamery pomoćı úhl̊u αL, βL, γL, resp. αR, βR, γR,
fialově vyznačeny směry pohledu kamer
Prvńım krokem je umı́stěńı ohnisek kamer a záznamů promı́taćıch rovin do pro-
storu. Záznamy na promı́taćıch rovinách umı́stěme nejdř́ıve do roviny πyz = e1 a oh-
niska kamer do bodu O = fe1 +
1
2
f 2e∞ + e0. Nyńı je třeba určit pomoćı parametr̊u
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oL1, oL2, oL3, f, αL, βL, γL motor ML = TLRL realizuj́ıćı geometrickou transformaci, po
které budou ohnisko levé kamery a záznamy z levé promı́taćı roviny v odpov́ıdaj́ıćı pozici
v prostoru, podobně pak pomoćı parametr̊u oR1, oR2, oR3, f, αR, βR, γR motor MR = TRRR,
realizuj́ıćı geometrickou transformaci ohniska pravé kamery a záznamů z pravé promı́taćı
roviny. Natočeńı kamer pomoćı výše uvedených parametr̊u je znázorněno na obrázku 5.
Poznámka 4.3. Při výpočtu rekonstrukce 3D scény např́ıklad v [5] se předpokládá, že
rotace kamer RL a RR jsou již známé. Technik v praxi může však většinou nastavovat
kamery pomoćı úhl̊u αL, βL, γL, resp. αR, βR, γR, v tomto textu proto natočeńı levé, resp.
pravé kamery odvozujeme právě pomoćı těchto parametr̊u.
Nejdř́ıve označme E1 = e1 +
1
2
e∞ + e0, E2 = e2 +
1
2
e∞ + e0, E3 = e3 +
1
2
e∞ + e0. Osu
z źıskáme jako
Lz = I(e0 ∧ E3 ∧ e∞). (4.1)
Poznámka 4.4. Osa Lz je orientovaná ve směru vektoru e3 (viz věta 1.32).
Tuto osu posuneme do bodu O pomoćı translátoru T = 1 − 1
2
te∞, kde t = fe1,
a převedeme do standardńıho tvaru:





Dále urč́ıme rotor realizuj́ıćı rotaci levé kamery kolem vertikálńı osy LzST o úhel αL
v záporném směru a rotor realizuj́ıćı rotaci pravé kamery kolem této vertikálńı osy o úhel









Dále posuneme př́ımku Ly = I(e0 ∧E2 ∧ e∞) translátorem T a budeme ji rotovat pomoćı
rotoru RzL , resp. RzR - aby horizontálńı osa z̊ustala fixovaná ke kameře:
Ly = TLyT̃ , (4.6)
LỹL = RzLLyR̃zL , (4.7)
LỹR = RzRLyR̃zR . (4.8)
Dále urč́ıme rotory realizuj́ıćı rotaci kolem horizontálńı osy LỹL , resp. LỹR o úhel βL, resp.


















Nyńı budeme rotovat osu Lx = I(e0 ∧ E1 ∧ e∞) pomoćı rotor̊u RzL a RyL , resp. pomoćı
rotor̊u RzR a RyR , a poté urč́ıme rotor realizuj́ıćı rotaci kolem této předozadńı osy levé,
resp. pravé kamery o úhel γL, resp. γR v záporném, resp. kladném směru:
LxL = RzLLxR̃zL , (4.13)





LxR = RzRLxR̃zR , (4.16)













Poznámka 4.5. Levá, resp. pravá kamera mı́̌ŕı v záporném směru osy Lx̃L , resp. Lx̃R (viz
obrázek 5).
Nakonec urč́ıme translátory realizuj́ıćı posunut́ı do odpov́ıdaj́ıćı pozice:
tL = (oL1 − f)e1 + oL2e2 + oL3e3, (4.21)









Výsledné motory ML a MR pak źıskáme jako
ML = TLRxLRyLRzL , (4.25)
MR = TRRxRRyRRzR , (4.26)
a motory k nim konjugované jako
M̃L = R̃zLR̃yLR̃xLT̃L, (4.27)
M̃R = R̃zRR̃yRR̃xRT̃R. (4.28)
Záznamy obraz̊u pak umı́st́ıme pomoćı motor̊u ML a MR do prostoru následovně:
P̃iL = MLPiLM̃L, (4.29)
P̃iR = MRPiRM̃R. (4.30)
Poznámka 4.6. Plat́ı, že
OL = MLOM̃L = TLOT̃L, (4.31)
OR = MROM̃R = TROT̃R. (4.32)
25
Dále na základě záznamů umı́stěných v prostoru nalezneme reálnou polohu bod̊u.
Protože podstavec manipulátoru je pevně umı́stěný a nepohybuje se, plat́ı, že
P̃0 = P0. (4.33)
Dále zaved’me roviny
πi,i+1,L = I(OL ∧ P̃iL ∧ P̃(i+1)L ∧ e∞), (4.34)
πi,i+1,R = I(OR ∧ P̃iR ∧ P̃(i+1)R ∧ e∞), i ∈ {0, 1, ..., 7}. (4.35)
Bod P̃i, i ∈ {1, 2, ..., 7} je pr̊useč́ık rovin z množiny Πi = {πi−1,i,L, πi,i+1,L, πi−1,i,R, πi,i+1,R}
(viz obrázek 6). Konformńı geometrická algebra umožňuje nalézt pr̊useč́ık třech rovin ve
tvaru dvojbodu, kde druhým bodem je e∞.
c(P̃i ∧ e∞) = I(πi1 ∧ πi2 ∧ πi3), (4.36)
kde
c ∈ R \ {0}, πi1, πi2, πi3 ∈ Πi, πij ∧ πik 6= 0, j, k ∈ {1, 2, 3}, j 6= k. (4.37)
Známe-li c(P̃i ∧ e∞), lze souřadnice bodu P̃i snadno zjistit, protože
P̃i ∧ e∞ = (pi1e1 + pi2e2 + pi3e3 +
1
2
‖pi‖2e∞ + e0) ∧ e∞

















Obrázek 6: Rekonstrukce polohy bod̊u P̃i v prostoru
Poznámka 4.7. Množina Πi = {πi−1,i,L, πi,i+1,L, πi−1,i,R, πi,i+1,R} obsahuje čtyři roviny,
které se prot́ınaj́ı v jednom bodě (viz obrázek 6). Obecně však čtyři roviny v prostoru
společný bod mı́t nemusej́ı. V praxi se tedy může stát, že pokud poloha kamer neńı
přesně taková, jakou uvažujeme, źıskáme t́ımto postupem v́ıce možnost́ı polohy bodu P̃i.
Skutečnou polohu bodu P̃i je pak nutné odhadnout vhodnou aproximaćı.
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Poznámka 4.8. Podmı́nka πij ∧ πik 6= 0, j, k ∈ {1, 2, 3}, j 6= k ve (4.37) zajǐst’uje, aby
tři ze čtyř vybraných rovin z množiny Πi byly r̊uzné. Dvě roviny z této množiny by byly
stejné např́ıklad v situaci, kdyby body P̃i, P̃i+1,OL a OR ležely ve stejné rovině.
Bod P̃8 lež́ı v rovinách π7,8,L, π7,8,R a na př́ımkách
L8,L = I(OL ∧ P̃8L ∧ e∞), (4.39)
L8,R = I(OR ∧ P̃8R ∧ e∞). (4.40)
Dvojbod P̃8 ∧ e∞ pak nalezneme jako
c(P̃8 ∧ e∞) = I(L8,L ∧ π7,8,R) (4.41)
nebo jako
c(P̃8 ∧ e∞) = I(L8,R ∧ π7,8,L). (4.42)
Nalezli jsme všechny body P̃i, i ∈ {0, 1, 2, ..., 8}, známe tedy polohu stroje v prostoru.
4.2 Inverzńı rekonstrukce
V předchoźım i následuj́ıćım problému jsou vstupńımi parametry záznamy PiL a PiR,
i ∈ {0, 1, ..., 8}. Pokud bychom tyto záznamy chtěli vygenerovat v nějakém programu
a následně je analyzovat, bylo by žádoućı, aby odpov́ıdaly př́ıpustné pozici stroje. Proto
v této části uvedeme pomocnou proceduru, kde na základě reálné polohy stroje (tedy
bod̊u P̃i) a pozice levé a pravé kamery (tedy motor̊u ML a MR) tyto záznamy nalezneme.
Nejdř́ıve umı́st́ıme promı́taćı rovinu πyz do prostoru pomoćı motoru ML, resp. MR:
πyz = e1, (4.43)
π̃yz,L = MLπyzM̃L, (4.44)
π̃yz,R = MRπyzM̃R. (4.45)
Dále urč́ıme př́ımky spojuj́ıćı už v prostoru umı́stěné ohnisko levé, resp. pravé kamery
a bod̊u P̃i popisuj́ıćıch skutečnou polohu stroje:
LOLP̃i = I(OL ∧ P̃i ∧ e∞), (4.46)
LORP̃i = I(OR ∧ P̃i ∧ e∞). (4.47)
Pr̊useč́ıky těchto př́ımek s promı́taćımi rovinami π̃yz,L a π̃yz,R urč́ıme snadno z rovnic
c(P̃iL ∧ e∞) = LOLP̃i ∧ π̃yz,L, (4.48)
c(P̃iR ∧ e∞) = LORP̃i ∧ π̃yz,R. (4.49)
Body P̃iL, resp. P̃iR pak transformujeme pomoćı motoru M̃L, resp. M̃R:
PiL = M̃LP̃iLML, (4.50)
PiR = M̃RP̃iRMR. (4.51)
T́ım jsme źıskali záznamy PiL a PiR.
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5 Inverzńı úloha - nalezeńı polohy kamer
V této části bude ćılem pomoćı záznamů PiL,PiR, i ∈ {0, 1, ..., 8} na promı́taćıch rovinách
a vlastnost́ı stroje (rozměr̊u a možnost́ı pohybu) určit vzájemnou polohu kamer v̊uči
sobě a následně určit možnosti jejich umı́stěńı. Uvažujme souřadný systém pro levou,
resp. pravou kameru, kde jej́ı ohnisko je umı́stěno do bodu O = fe1 +
1
2
f 2e∞ + e0 a jej́ı
záznamy PiL,PiR promı́tnuty v rovině πyz = e1. V následuj́ıćım postupu se snaž́ıme
nalézt rotor RROT = exp(−αROT2 LROT,st), který popisuje natočeńı souřadných systémů
v̊uči sobě, a translátor TTRANS popisuj́ıćı jejich vzájemné posunut́ı. Výsledný motor Mv =
TTRANSRROT , resp. M̃v = R̃ROT T̃TRANS pak bude převádět reprezentace geometrických
objekt̊u z jednoho souřadného systému do druhého.
Poznámka 5.1. Každý geometrický objekt v předešlých i následuj́ıćıch postupech má své
jednoznačné označeńı včetně jeho standardńı reprezentace. Důvodem je, aby nevznikly
nejasnosti, které se vyskytuj́ı třeba v [4], kdy neńı např́ıklad jasné, že př́ımka určuj́ıćı
rotaci muśı být ve standardńım tvaru. Těmto nepřesnostem se t́ımto snaž́ıme vyhnout,
nevýhodou je, že při komplikovaněǰśım problému se u označeńı objekt̊u vyskytuj́ı rozsáhlé
indexy, které mohou p̊usobit nepřehledně. Na druhou stranu většina index̊u nese nějakou
informaci o objektu, takže objekty lze pak snadněji identifikovat. Např́ıklad LP1,P2 je
př́ımka spojuj́ıćı body P1 a P2, LP1,P2,st je jej́ı standardńı reprezentace, dP1P2 je vzdálenost
mezi těmito dvěma body, vyskytuje-li se v indexu L, resp. R, objekt má často nějakou
souvislost s levou, resp. pravou kamerou, atd.
5.1 Vzájemné natočeńı kamer
Pro určeńı polohy kamer využijeme toho, že body P̃1, P̃2, P̃3, P̃4 tvoř́ı vzhledem k možnos-
tem pohybu stroje a jeho rozměr̊um vždy obdélńık v prostoru (viz obrázek 4). Pr̊useč́ık
př́ımek I(P1L∧P3L∧e∞) a I(P2L∧P4L∧e∞), resp. I(P1R∧P3R∧e∞) a I(P2R∧P4R∧e∞)
(pr̊useč́ık obraz̊u úhlopř́ıček obdélńıka) je tedy obraz středu S obdélńıka P̃1, P̃2, P̃3, P̃4
(viz obrázek 7). Vzájemné natočeńı kamer urč́ıme pomoćı směrových vektor̊u úhlopř́ıček
obdélńıka P̃1, P̃2, P̃3, P̃4 (tedy normálových vektor̊u rovin souměrnosti P̃3−P̃1 a P̃4−P̃2)
v souřadném systému pro levou a pravou kameru.
Bud’me v souřadném systému levé kamery. Nejdř́ıve nalezneme rovinu












LP1L,P3L = I(P1L ∧P3L ∧ e∞). (5.5)
Obraz SL středu S je pr̊useč́ıkem roviny π24,L a př́ımky LP1L,P3L . Vyjádř́ıme jej z rovnice

















Obrázek 7: Nalezeńı př́ımky LOL,S prot́ınaj́ıćı střed S obdélńıka P̃1, P̃2, P̃3, P̃4
Bod S pak lež́ı na př́ımce





Výše odvozené objekty jsou zobrazeny na obrázku 7.
Poznámka 5.2. Může nastat situace, kdy se body P̃1, P̃2, P̃3 a P̃4 zobraźı na některé
z kamer na jedné př́ımce. V takovém př́ıpadě odvozený postup selhává. V praxi lze tuto
situaci řešit např́ıklad sńımáńım stroje daľśı kamerou a źıskat tak požadovaný záznam.
T́ımto singulárńım př́ıpadem se dále nebudeme zabývat.
Dále urč́ıme reprezentace př́ımek spojuj́ıćıch ohnisko s body P̃1, P̃2, P̃3, P̃4:
LOL,P1 = I(O ∧P1L ∧ e∞), (5.9)
LOL,P2 = I(O ∧P2L ∧ e∞), (5.10)
LOL,P3 = I(O ∧P3L ∧ e∞), (5.11)
LOL,P4 = I(O ∧P4L ∧ e∞), (5.12)
a převedeme na standardńı tvar pomoćı vztahu (1.58). Na obrázku 8 jsou vyznačeny
př́ımky lež́ıćı v rovině π13,L, úhly, které tyto př́ımky sv́ıraj́ı, a př́ımka kolmá k této rovině.






24,L v rovině π24,L. Pro źıskáńı
směrových vektor̊u úhlopř́ıček obdélńıka P̃1, P̃2, P̃3, P̃4 budeme rotovat př́ımku LOL,P3
o úhel γ′13,L v rovině π13,L a př́ımku LOL,P4 o úhel γ
′
24,L v rovině π24,L. Potřebujeme tedy
určit úhly γ′13,L,γ
′
24,L a př́ımky kolmé k těmto rovinám. Nejdř́ıve urč́ıme úhly mezi př́ımkou
LOL,S,st a př́ımkami LOL,Pi,st, i ∈ {1, 2, 3, 4}:
α13,L = arccos(nOL,S,st · nOL,P1,st), (5.13)
29
α′13,L = arccos(nOL,S,st · nOL,P3,st), (5.14)
α24,L = arccos(nOL,S,st · nOL,P2,st), (5.15)
α′24,L = arccos(nOL,S,st · nOL,P4,st), (5.16)
kde nOL,S,st = nS1e1 + nS2e2 + nS3e3 je jednotkový směrový vektor př́ımky LOL,S,st
a nOL,Pi,st = nPi1e1 + nPi2e2 + nPi3e3 je jednotkový směrový vektor př́ımky LOL,Pi,st.
Poznámka 5.3. Souřadnice směrového vektoru př́ımky jsou koeficienty u prvk̊u báze























Obrázek 8: Označeńı úhl̊u sv́ıraných př́ımkami v rovině π13,L







+ cos(π − α13,L − α′13,L) = 0, (5.17)
γ′13,L = arctan
sin(π − α13,L − α′13,L)
sinα13,L
sinα′13,L








+ cos(π − α24,L − α′24,L) = 0, (5.19)
γ′24,L = arctan
sin(π − α24,L − α′24,L)
sinα24,L
sinα′24,L
+ cos(π − α24,L − α′24,L)
jinak. (5.20)
Poznámka 5.4. Oborem hodnot funkce arctan(x) ve výše uvedeném vztahu uvažujeme
množinu 〈0, π)/{π
2
}, abychom úhly γ′13,L a γ′24,L źıskali nezáporné a konvexńı.
Dále urč́ıme př́ımku kolmou na rovinu π13,L,st, resp. na rovinu π24,L,st, procházej́ıćı
počátkem:
Lπ13,L,st = n1,π13,L,ste2 ∧ e3 + n2,π13,L,ste3 ∧ e1 + n3,π13,L,ste1 ∧ e2, (5.21)
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Lπ24,L,st = n1,π24,L,ste2 ∧ e3 + n2,π24,L,ste3 ∧ e1 + n3,π24,L,ste1 ∧ e2, (5.22)
kde ni,π13,L,st , resp. ni,π24,L,st jsou koeficienty jednotkového normálového vektoru roviny
π13,L,st, resp. roviny π24,L,st, i ∈ {1, 2, 3}.
Poznámka 5.5. Souřadnice normálového vektoru roviny jsou koeficienty u prvk̊u báze
e1, e2, e3 (viz (1.54)).









LPN13,L = R13,LLOL,P3R̃13,L, (5.25)
LPN24,L = R24,LLOL,P4R̃24,L. (5.26)
Směrové vektory př́ımek LPN13,L a LPN24,L pak odpov́ıdaj́ı normálovým vektor̊um rovin
P̃3−P̃1 a P̃4−P̃2 v souřadném systému levé kamery. Ve směru těchto vektor̊u pak snadno
urč́ıme body, jejichž vzdálenost od počátku je rovna jedné. Tyto body označ́ıme PN13,L
a PN24,L. Analogickým postupem lze v pravém souřadném systému nalézt body PN13,R
a PN24,R. Vzájemné natočeńı souřadných systémů kamer popisuje rotace převáděj́ıćı bod
PN13,R do bodu PN13,L a zároveň bod PN24,R do bodu PN24,L nebo naopak. Převád́ı-li
rotace jeden bod do druhého, pak osa této rotace muśı ležet v rovině souměrnosti těchto
dvou bod̊u, nebot’ rotace je pohyb po kružnici, jej́ıž střed je od těchto bod̊u stejně vzdálený,
osa rotace pak tento střed prot́ıná a je kolmá k rovině, v ńıž tato kružnice lež́ı. Rovinu
souměrnosti bod̊u PN13,L a PN13,R nalezneme d́ıky vztahu (1.57) jako





a rovinu souměrnosti bod̊u PN24,L a PN13,R jako





Výsledná osa rotace lež́ı v obou těchto rovinách, proto plat́ı, že





Dále urč́ıme orientaci osy rotace takovým zp̊usobem, aby výsledný motor Mv převáděl












Obrázek 9: Vzájemné otočeńı souřadných systémů (2D př́ıpad)
Poznámka 5.6. Na obrázku 9 lze vidět, že pokud známe úhel natočeńı souřadných
systémů a souřadnice nějakého vektoru −→u 1 ve druhém souřadném systému, potom souřad-
nice tohoto vektoru v prvńım souřadném systému źıskáme tak, že tento vektor rotujeme
o stejný úhel ve stejném směru kolem osy rotace ve druhém souřadném systému. Vektor
−→u 2 má pak ve druhém souřadném systému stejné souřadnice jako vektor −→u 1 v prvńım
souřadném systému. Toho využijeme při určeńı orientace osy rotace LROT a úhlu ro-
tace tak, aby výsledná rotace převáděla směry ze souřadného systému pravé kamery do
souřadného systému levé kamery.
Orientaci osy rotace urč́ıme následovně:
πe0PN13,RPN13,L = I(e0 ∧PN13,R ∧PN13,L ∧ e∞), (5.33)
LROT,st = sgn(πe0PN13,RPN13,L · nROT,st)LROT,st, (5.34)
kde sgn(x) je znaménková funkce a nROT,st je směrový vektor př́ımky LROT,st. Význam
znaménka skalárńıho součinu vektor̊u πe0PN13,RPN13,L a nROT,st při určeńı orientace osy je
patrný z obrázku 10.
Poznámka 5.7. Pokud I(O∧PN13,R∧PN13,L∧e∞)·nROT,st = 0, pak se jedná o rotaci o π
radián̊u, na orientaci osy rotace nezálež́ı a můžeme tedy použ́ıt variantu LROT,st = LROT,st








Obrázek 10: Normálový vektor roviny πe0PN13,RPN13,L určuje orientaci osy rotace
Dále urč́ıme úhel rotace αROT . Rotace bodu PN13,R do bodu PN13,L prob́ıhá v rovině
kolmé na př́ımku LROT,st, ve které tyto body lež́ı (viz obrázek 11). Označme tuto rovinu πp.





PNp = TpPN13,LT̃p. (5.36)
Rovinu πp pak nalezneme jako
πp = I(PN13,L ∧PN13,R ∧PNp ∧ e∞). (5.37)
Z rovnice
c(PROT ∧ e∞) = I(πp ∧ LROT ), c ∈ R/{0}, (5.38)
snadno nalezneme pr̊useč́ık PROT roviny πp a př́ımky LROT (viz (4.38)). Úhel rotace pak
sv́ırá normálový vektor roviny





s normálovým vektorem roviny







αROT = arccos(πROT,L,st · πROT,R,st). (5.43)












Obrázek 11: Rotace bodu PN13,R do bodu PN13,L a bodu PN24,R do bodu PN24,L kolem
osy LROT o úhel αROT . πS13 - rovina souměrnosti bod̊u PN13,R a PN13,L, πS24 - rovina





L̃ROT,st = TfLROT,stT̃f . (5.45)
Pro výsledný rotor RROT , popisuj́ıćı natočeńı souřadného systému pravé kamery v̊uči





5.2 Vzájemné posunut́ı kamer
V daľśım postupu nalezneme translátor TTRANS popisuj́ıćı posunut́ı souřadného systému
pravé kamery v̊uči souřadnému systému levé kamery. Nejdř́ıve urč́ıme velikost úhlopř́ıčky
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Dále chceme nalézt polohu bodu P̃3 v souřadném systému levé a pravé kamery. Plat́ı, že
β′13,L = π − α′13,L − γ′13,L, (5.48)
β′13,R = π − α′13,R − γ′13,R (5.49)
(viz obrázek 8). Ze sinové věty plyne, že vzdálenost bodu P̃3 od levého, resp. pravého















Pomoćı translátor̊u T3,L a T3,R, které źıskáme jako










kde nOL,P3,st je jednotkový směrový vektor př́ımky LOL,P3,st a nOR,P3,st je jednotkový
směrový vektor př́ımky LOR,P3,st, urč́ıme polohu bodu P̃3 v souřadném systému levé,
resp. pravé kamery následovně:
P̃L3 = T3,LOT̃3,L, (5.56)
P̃R3 = T3,ROT̃3,R. (5.57)
Dále rotujme bod P̃R3 rotorem RROT :
P̃R3,ROT = RROT P̃
R
3 R̃ROT . (5.58)
Posunut́ı souřadného systému pravé kamery v̊uči souřadnému systému levé kamery popi-
suje translátor TTRANS, źıskaný jako
πTRANS = P̃
L





Poznámka 5.8. Na obrázku 12 lze vidět, že máme-li dva (stejně natočené) souřadné
systémy, které jsou v̊uči sobě posunuté translátorem T , známe souřadnice nějakého bodu
Q1 ve druhém souřadném systému a chceme źıskat jeho souřadnice v prvńım souřadném
systému, pak tento bod posuneme stejným translátorem T ve druhém souřadném systému.
Bod Q2 má pak ve druhém souřadném systému stejné souřadnice jako bod Q1 v prvńım












Obrázek 12: Posunut́ı souřadných systémů
Výsledný motor
Mv = TTRANSRROT (5.61)
pak převád́ı reprezentace geometrických objekt̊u v souřadném systému pravé kamery na
reprezentace v souřadném systému levé kamery. Plat́ı tedy, že
P̃Li = MvP̃
R
i M̃v, i ∈ {0, 1, ..., 8}. (5.62)
Konjugovaný motor
M̃v = R̃ROT T̃TRANS (5.63)
pak převád́ı reprezentace geometrických objekt̊u v souřadném systému levé kamery na
reprezentace v souřadném systému pravé kamery, takže
P̃Ri = M̃vP̃
L
i Mv, i ∈ {0, 1, ..., 8}. (5.64)
5.3 Možnosti poloh kamer
V daľśım postupu urč́ıme prostor všech možných poloh kamer v p̊uvodńım souřadném
systému. Vzhledem k možnostem pohybu stroje známe body P̃0 = P0 a P̃1 = P1 - jejich
poloha se pohybem stroje nezměńı. Pomoćı výše odvozených postup̊u dokážeme určit
jejich polohu v souřadném systému levé, resp. pravé kamery a následně jejich vzdálenost
od ohnisek. Nejprve převedeme reprezentaci levého ohniska a záznamů na levé promı́taćı
rovině ze souřadného systému levé kamery do souřadného systému pravé kamery:
ORL = M̃vOMv, (5.65)
PRiL = M̃vPiLMv, i ∈ {0, 1, ..., 8}. (5.66)
Reprezentace bod̊u P̃0 a P̃1 v souřadném systému pravé kamery pak urč́ıme z rovnic
c0(P̃
R
0 ∧ e∞) = I((I(ORL ∧PR0L ∧PR1L ∧ e∞)) ∧ (I(O ∧P0R ∧ e∞))), (5.67)
c1(P̃
R
1 ∧ e∞) = I((I(ORL ∧PR0L ∧PR1L ∧ e∞)) ∧ (I(O ∧P1R ∧ e∞))), (5.68)
kde c0, c1 ∈ R/{0}.
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Poznámka 5.9. Pro konstrukci bod̊u P̃R0 a P̃
R
1 jsme použili postup z kapitoly 4.




−2(ORL · P̃R0 ), (5.69)
dORP̃0 =
√
−2(O · P̃R0 ), (5.70)
dOLP̃1 =
√
−2(ORL · P̃R1 ), (5.71)
dORP̃1 =
√
−2(O · P̃R1 ). (5.72)
Dále bud’me v základńım souřadném systému. Ohnisko levé kamery lež́ı na sféře






(viz (1.48)) a zároveň na sféře






Vı́me tedy, že lež́ı na kružnici
ZL = S0L ∧ S1L (5.75)
(viz obrázek 13). Podobně pro ohnisko pravé kamery v́ıme, že lež́ı na sférách












takže lež́ı na kružnici
ZR = S0R ∧ S1R. (5.78)
Dále urč́ıme jednu konkrétńı možnost polohy levé a pravé kamery, budeme hovořit
o základńı pozici a výsledné body v této poloze budeme označovat pomoćı horńıho in-
dexu z. Vezměme pr̊useč́ık roviny πxz = e2 a kružnice ZR, pak obdrž́ıme dvojbod
c(OzR ∧O
z2
R ) = I(ZR ∧ πxz), c ∈ R/{0} (5.79)
(viz obrázek 13). Z dvojice bod̊u c(OzR ∧ O
z2
R ) chceme nyńı vybrat bod O
z
R s kladnou






R ) ∧ e∞). (5.80)




∧ e∞) = (c(OzR ∧O
z2




























Obrázek 13: Kružnice ZL, na které lež́ı levé ohnisko a kružnice ZR, na které lež́ı pravé




je střed úsečky |OzRO
z2


























PiR,T = TzPiRT̃z. (5.85)
Nyńı potřebujeme určit natočeńı pravé kamery v základńı pozici, k tomu použijeme ana-
logii k postupu znázorněném na obrázku 11. Nejdř́ıve chceme nalézt polohy obraz̊u P̃z0R
a P̃z1R. Obraz P̃
z
0R lež́ı na př́ımce
LOzRP̃0











od ohniska OzR a obraz P̃
z
1R lež́ı na př́ımce
LOzRP̃1














1R pak źıskáme posunut́ım ohniska O
z
R pomoćı jednot-

























Dále hledáme rotaci převáděj́ıćı bod P0R,T do bodu P̃
z
0R a zároveň bod P1R,T do bodu





0R −P0R,T , (5.98)
a zároveň v rovině souměrnosti bod̊u
πz1 = P̃
z
1R −P1R,T . (5.99)




= πz0 ∧ πz1, (5.100)
LzROTOR = sgn(I(O
z










kde nzROTOR je směrový vektor př́ımky L
z
ROTOR
. Dále chceme nalézt úhel této rotace.
















c(PzROTOR ∧ e∞) = I(I(P̃
z
0R ∧P0R,T ∧Pzp ∧ e∞) ∧ LzROTOR). (5.105)
Úhel rotace pak sv́ıraj́ı normálové vektory rovin

























Reprezentace geometrických objekt̊u ze souřadného systému pravé kamery do základńı





A protože motor M̃v převád́ı reprezentace geometrických objekt̊u ze souřadného systému
levé kamery do souřadného systému pravé kamery, plat́ı, že
OzL = MzM̃vOMvM̃z, (5.112)
P̃ziL = MzM̃vPiLMvM̃z. (5.113)






























Obrázek 14: Výsledné možnosti poloh kamer v závislosti na parametru θ ∈ 〈0, 2π〉 - pohled
shora
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6 Vzorový př́ıklad vypoč́ıtaný programem v prostřed́ı
CluCalc
V této části je vypoč́ıtaný vzorový př́ıklad pomoćı vlastńıho programu, použ́ıvaj́ıćıho
výše odvozené postupy, vytvořeného v prostřed́ı CluCalc. Toto prostřed́ı je určeno k práci




– theta01, theta12, theta34, theta56, theta67 - úhly rotace v jednotlivých
osách stroje
– OL,alphaL,betaL,gammaL - poloha a natočeńı levé kamery
– OR,alphaR,betaR,gammaR - poloha a natočeńı pravé kamery
– f - ohnisková vzdálenost kamer
 Počátečńı poloha stroje a umı́stěńı ohniska do bodu fe1 +
1
2
f 2e∞ + e0
– Grafický a numerický výstup počátečńı polohy stroje
 Výpočet dopředné kinematiky
– Grafický a numerický výstup výsledné polohy stroje
 Motor polohy kamer
– Numerický výstup motor̊u ML a MR určuj́ıćıch polohu levé, resp. pravé kamery
 Inverzńı rekonstrukce
– Numerický výstup záznamů PL(j) a PR(j) z levé, resp. pravé kamery lež́ıćıch
v rovině Piyz, j = 1,...,9 (v prostřed́ı CluCalc se č́ısluj́ı pole od 1, v textu
č́ıslujeme od 0, v kódu jsou tedy některé indexy o 1 vyšš́ı oproti textu)
 Natočeńı kamer v̊uči sobě
– Numerickým výstupem motor Mv převáděj́ıćı reprezentace geometrických ob-
jekt̊u ze souřadného systému pravé kamery do souřadného systému levé kamery
 Prostor možných poloh kamer
– Grafický a numerický výstup kružnic ZL a ZR a ohnisek OLz a ORz, dále nu-
merický výstup vzdálenost́ı sqrt(-2*(OLz.ORz)) a sqrt(-2*(OL.OR)) pro
ověřeńı, že jsou tyto vzdálenosti stejné, a dále numerický výstup konstant










//Zadánı́ ohniskové vzdálenosti, poloh a natočenı́ kamer
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f=3;








:Color(0.5,0,0.5); //vizualizace objektů fialově
:OL - 0.125*einf; //vizualizace skutečné polohy ohnisek (dvojtečkou)
:OR - 0.125*einf; //vizualizováno jako malé sféry pro lepšı́ přehlednost
O~= VecN3(f,0,0); //ohnisko
//Počátečnı́ poloha stroje
P = List(9); //deklarace pole






?P; //numerický výstup počátečnı́ polohy (otaznı́k před proměnnou)
:P - 0.125*einf; //grafický výstup počátečnı́ polohy
//Výpočet dopředné kinematiky:
L01 = I*(P(1)^P(2)^einf); //vytvořenı́ přı́mky
L01 = L01/sqrt(-L01.L01); //normovánı́ na standardnı́ tvar
R01 = exp(-theta01/2*L01); //výpočet přı́slušného rotoru
P(3) = R01*P(3)*~R01; //výsledná poloha bodu
L12 = I*(P(2)^P(3)^einf); //vytvořenı́ přı́mky




L67 = I*(P(7)^P(8)^einf); //vytvořenı́ přı́mky
L67 = L67/sqrt(-L67.L67); //normovánı́ na standardnı́ tvar
R67 = exp(-theta67/2*L67); //výpočet přı́slušného rotoru
P(9) = R67*R56*R34*R12*R01*P(9)*~R01*~R12*~R34*~R56*~R67;//výs. pol. bodu
:Color(0,0.3,0); //vizualizace objektů tmavě zeleně
?P; //numerický výstup výsledné polohy




Hodnoty vstupńıch parametr̊u jsou stejné jako v ukázce kódu.
Výstupy
Zde jsou uvedeny numerické a grafické hodnoty žádaných objekt̊u.
Poznámka 6.1. Symbol eij, resp. eijk znač́ı prvek eiej, resp. eiejek, i, j, k ∈ {1, 2, 3}, i 6=
j, j 6= k, k 6= i. Symbol e znač́ı prvek e∞ a symbol E prvek e∞ ∧ e0.
Motor polohy levé, resp. pravé kamery:
ML = 0.965 -0.0865 e23 + 0.176 e31 + 0.173 e12 - 7.57 e1^e + 4.47 e2^e
- 10.4 e3^e - 0.369 e123^e,
MR = 0.954 + 0.0915 e23 + 0.158 e31 - 0.238 e12 - 6.07 e1^e - 2.88 e2^e














P (1) = P (1)
P (2) = P (2)
Obrázek 15: Počátečńı poloha (červeně) a výsledná poloha (zeleně)
Motor převáděj́ıćı reprezentace objekt̊u ze souřadného systému pravé kamery do souřadného
systému levé kamery:
Mv = 0.9 + 0.102 e23 - 0.0192 e31 - 0.424 e12 + 0.978 e1^e - 11.3 e2^e








Obrázek 16: Kružnice, na kterých lež́ı př́ıslušná ohniska
Kružnice, na kterých lež́ı ohnisko levé a pravé kamery (viz obrázek 16):
ZL = 556 e3^e - 1.28 e3^e0 - 29.4 E,
ZR = 349 e3^e - 1.28 e3^e0 - 23 E.
Základńı (možná) poloha ohnisek (viz obrázek 16):
ORz = 14.9 e1 + 18 e3 + 273 e + 1 e0,
OLz = -2.29 e1 - 18.3 e2 + 23 e3 + 435 e + 1 e0.
Porovnáńı vzdálenosti vypoč́ıtaných ohnisek a vstupńıch ohnisek:
dOLzORz = 18.1,
dOLOR = 18.1.
Je splněno, že ohniska OLz a ORz jsou od sebe stejně daleko jako ohniska OL a OR.
Skalárńı součiny ohnisek OLz a OL, resp. ORz a OR s kružnićı ZL, resp. ZR:
dOLzZL = 5.82e-010 e3 - 2.81e-005 e + 6.48e-008 e0,
dOLZL = 5.6e-008 e3 - 1.39e-005 e + 3.49e-008 e0,
dORzZR = 4.37e-011 e,
dORZR = 4.74e-007 e3 - 1.4e-005 e + 8.28e-008 e0.
Pokud ohniska na těchto kružnićıch lež́ı (viz obrázek 16), měly by tyto skalárńı součiny
vzhledem k IPNS reprezentaci vyj́ıt nulové, což je téměř splněno až na mı́rné numerické
chyby. T́ım výstupy potvrzuj́ı správnost postupu.
Daľśımi numerickými výstupy jsou body P v počátečńı a výsledné poloze a záznamy PL
a PR. Numerické hodnoty těchto výstup̊u zde vzhledem k jejich rozsáhlosti nejsou uvedeny.
Body počátečńı a výsledné polohy P jsou znázorněny na obrázku 15. Na tomto obrázku
lze vidět, že body P(2), P(3), P(4) a P(5) tvoř́ı v prostoru v počátečńı i ve výsledné
poloze obdélńık. Z tohoto obdélńıka vycháźıme při odvozováńı postup̊u v kapitole 5.
Poznámka 6.2. Obrázky 15 a 16 jsou vytvořeny pomoćı vizualizace v prostřed́ı CluCalc.
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Závěr
Prvńı kapitola této práce se zabývá geometrickou algebrou CGA. Je uvedeno, jakými
zp̊usoby se v této algebře reprezentuj́ı body, sféry, roviny, kružnice, př́ımky a dvojice
bod̊u - dvojbody. Dále je uveden význam vnitřńıho součinu, který mezi dvěma geomet-
rickými objekty vyjadřuje mı́ru vzdálenosti, př́ıpadně odchylku. Na závěr kapitoly jsou
uvedeny možnosti geometrických transformaćı těchto objekt̊u - translace, kterou repre-
zentuj́ı tzv. translátory, rotace, kterou reprezentuj́ı tzv. rotory, a pohyb tuhého tělesa,
který reprezentuj́ı tzv. motory (postupná rotace a translace).
V kapitole 2 je popsána funkce robotického manipulátoru UR10 a uvedeny jeho tech-
nické parametry a možnosti pohybu.
V kapitolách 3, 4 a 5 byly uvedeny vlastńı postupy řešeńı problémů. V kapitole 3
byla vyřešena dopředná kinematika, kapitoly 4 a 5 se zabývaly problémy při ř́ızeńı stroje
pomoćı binokulárńıho viděńı. V kapitole 4 byla na základě záznamů dvou kamer a znalosti
jejich poloh zrekonstruována poloha stroje v prostoru. V kapitole 5 byl vyřešen inverzńı
problém, kdy byla pomoćı záznamů na kamerách, rozměr̊u stroje UR10 a možnost́ı jeho
pohybu určena vzájemná poloha kamer v̊uči sobě a jejich možnosti umı́stěńı v prostoru.
V kapitole 6 byla demonstrována správnost odvozených postup̊u na vzorovém př́ıkladu,
vypoč́ıtaném pomoćı vlastńıho programu, který tyto postupy k výpočtu použ́ıvá. Program
je vytvořen v prostřed́ı CluCalc. Všechny výsledky vyšly podle předpoklad̊u - ohniska
v p̊uvodńı i základńı poloze lež́ı na kružnićıch vytyčuj́ıćıch možnosti jejich umı́stěńı (viz
obrázek 16). Ohniska v p̊uvodńı poloze jsou od sebe stejně daleko jako ohniska v poloze
základńı.
Na práci by bylo možné navázat experimenty, při kterých by se výše odvozené postupy
použily při ř́ızeńı manipulátoru UR10 pomoćı dvou a v́ıce kamer. Pro použit́ı postup̊u
z kapitoly 5 je třeba vyřešit, jakým zp̊usobem určit jednu konkrétńı možnou polohu kamer,
pokud známe všechny př́ıpustné polohy a polohu přibližnou. Hledáme pak polohu, která
je ze všech př́ıpustných poloh v nějakém smyslu nejbližš́ı poloze přibližné.
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Př́ılohou k práci je skript vytvořený v prostřed́ı CluCalc s názvem program.clu, do-
stupný z https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/117442. Skript je po-
psaný v kapitole 6. Pro jeho spuštěńı je nutné nainstalované prostřed́ı CluCalc.
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